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Question 1 On considère un espace vectoriel E sur R, de dimension n > 1. 
Soit e = (e1...,en) une base de E. Six = t1e1 +... +Ænen appartient à E, on 
définit les normes usuelles de x par : 


nm 
el = D lil et Irllo = su (lt) - 
i=1 


iefil,n 


Soit f un endomorphisme de E. On note ||f|l1 et [fl les normes opérateurs 
de f pour les choix des normes précédentes. Soit À = (aij) la matrice de f 
dans la base e. Démontrer que : 


a) [fil = SUPjef1n] Dia lail) = SUP;ef1n] (Ilf(e)1l1) ; 
b) 1fllee = Supiert (X3 lal): 


a) Par définition f(e;) = ÿ %_, je; pour tout j € [1,n], et : 


fl = Sup LI æ)||1 = Sup£ où e- {tele SAC) 
240 [ll Ilac]] 


Tjej, On à : 


Comme x =; 


a) = cif(e)=Ù x; 5 si) => [D au] ei. 
j=1 j=1 i=1 ra 


Si l’on pose M = Sup;en nq (Di l&ijl), on obtient : 


IF a = 5 Dar; SDS hub £ D (St) tt 


i=1 |j5=1 i=1 j =1 \i=1 


de sorte que : 


HG) 
eh 


Cela montre que M est un majorant de €. Pour démontrer que M est la 
borne supérieure de €, on va vérifier que M appartient à € ce qui prouvera 
que M est le plus grand élément de €, donc a fortiori la borne supérieure de 
cet ensemble. Il existe j0 € [1,n] tel que : 


nm 
M = Y  l&sol 
i=1 


Vx € E\{0} )I1 < M. 


et il suffit de considérer le vecteur e;, pour obtenir : 


ILf(e5o)11 — Sup (Sul) = 


el jen] 


mn = ||f(e €jo )Ia = 


jo Ci 


ce qui montre bien que M € €. 


Remarque — Ainsi la norme ||f||1 définie avec un « sup » est en fait un 
« max ». Il n’y à pas de quoi être étonné car la linéarité de f permet de 
vérifier que : 

_a. IG) 
F1} = Sup = Sup |f(x)|h, 
0: él. Jet 

de sorte que l’on cherche la borne supérieure de l’application continue & de 
E\ {0} qui au vecteur x non nul associe le réel || f(x)|l1, lorsque x décrit le 
compact $ = {x € E/||x]h1 = 1} qui n’est autre que la sphère unité de E 
(qui est compacte puisque fermée bornée dans E + R”). Comme l’image d’un 
compact par une application continue est un compact, w(S) sera un compact 
de R, c’est-à-dire un fermé borné de R, et la borne supérieure Sup y(S) sera 
atteinte pour au moins une valeur de x dans $. On aura Supy(S) = Max p(S). 


Ce raisonnement reste vrai quelle que soit la norme || || considérée sur Æ, de 
sorte que l’on retiendra que l’on a toujours : 
œ œ 
(= Sup PO 2 sup (fa) = Mexeo PO 2 axes 1 
240 lt] ILel1=1 xl] 
b) Ici : 
ll = Sup Ole 2 sur où 7 = {Ole /2 € so). 
zÆ n OO 


Posons N = Sup;enn] be ail). Avec les notations de la question a) : 
n nm 
(lo = Sup |S ayx;l | < Sup | D laÿl|r;l 


ie[l,n] ie[i,n] = 


donc : 


Ole < sup | Stay dl | < sup [Se] =N 


lle sein] | IEAIE> ie[Lr] 


en majorant chacun des quotients |x;|/||[x|[. par 1. Ainsi : 


et N est un majorant de F. Pour démontrer que N est le plus petit des ma- 
jorants de F, on va prouver qu’il appartient à l’ensemble F, ce qui permettra 
de conclure à N = Max F = Sup F =||f|l.. Il existe t0 € [1,n] tel que : 


nm 
N — > l&ioj| , 
j=1 
Définissons le vecteur : 


_ Se re S ( ) 1 si dioj > 0 
T — TjEj OÙ Lj — DEN ioj) — ; 
rer —1 sinon 


de façon à avoir 4,5%; = |&i;| pour tout j. Avec ce vecteur : 


I F()1lo 


nm nm nm 
Sup Sat) | > D ait] = D laioil = N 
j=1 j=1 


iefl,n] j=1 


et comme ||%|[. = 1, on obtient : 


HO 
LT 
Comme N est un majorant de F, on a N < Lie DL. et donc : 
v = We er 
Télles- 


ce qui permet de conclure. 


